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47021 Nachhilfestunde 1 — Sinusfunktionen 2

VORWORT
In dieser Nachhilfestunde, die in 16 Abschnitte gegliedert ist, geht es um die
Sinuskurven der Art y :a-sin(bx+c). Wir besprechen ausfuhrlich grundlegende

Methoden zu Untersuchung dieser Kurven, und wie sie aus y = sin(x) durch

Abbildungen erzeugt werden kdnnen.

Die Losungen sind teilweise auf LK-Niveau.

Wichtige Fakten werden als Grundwissen mit gekennzeichnet.

Inhalt

Diese Inhalte werden besprochen:

Grundwissen zu y =sin(x): Werte, Periode, Kurve
Nullstellen, Hoch- und Tiefpunkte, Wendepunkte
y =sin(x)+1 entsteht durch eine Verschiebung in y-Richtung

y =sin(x+1) entsteht durch eine Verschiebung in die negative x-Richtung

@ B @ N =

y=sin(x—3n), y=sin(x+4), y =sin(x—n)

y =sin(x+m)-2

N [o]

y = —sin(x) ’

und @: Gleichung bestimmen: | i s

y = 2-sin(x) Streckung in y-Richtung
y = sin(2x) Streckung in x-Richtung.

y =sin(x)

Abbildungsgleichungen zur x-Streckung

y =sin(m-x)+1 Durch Abbildungen aus y = sin(x) erzeugen
y =4-sin(3x) Durch Abbildungen aus y = sin(x) erzeugen
y =2-sin(ix+{n) Durch Abbildungen aus y = sin(x) erzeugen
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47021 Nachhilfestunde 1 — Sinusfunktionen

Wir untersuchen hier Funktionen des Typs f(X) = a-sin(bx+ C) :

lhre Schaubilder nennt man Sinuskurven: y=a- Sin(bX + C)

Das Verbliffende daran ist, dass man alle diese Sinuskurven durch vier Arten von Abbildungen aus

der Basiskurve Yy = sin(x) gewinnen kann. Dies sind Verschiebung in x-Richtung, Verschiebung

in y-Richtung, Streckung in y-Richtung und Streckung in x-Richtung. Wenn man gelernt hat, wie man

schnell die geeigneten Abbildungen erkennt, dann kennt man schnell, welche Eigenschaften eine

gegebene Sinuskurve hat.

Grundlage dazu ist natlrlich das Grundwissen Uber die Eigenschaften der Basiskurve. Diese

besprechen wir natirlich zuerst.

Die Zeichnung der Kurve vy = sin(x) erfordert die Kenntnis einiger Punkte bzw.
Sinuswerte. x wird dabei entweder im Gradmalf? verwendet oder im Bogenmali.

Betreibt man Geometrie, nimmt man das Gradmal, tragt man die Werte im Achsenkreuz

ab und erzeugt so eine Kurve, kommt in der Regel das Bogenmal} zum Einsatz.

Diese wichtigen Werte sollte man wissen: Bitte LERNEN !

Die Wertmenge ist: W =[-1;1]
\
Die Periodenlénge: AX =27 . 0
1
Das heildt: Nach dieser Strecke hat die 2
Funktion wieder denselben Wert: %\E ~ 0,707
sin(x + 2m) = sin(x) %\/5 ~ 0,866
sin(x + 4x) = sin(x) 1 -
. , 0
sin(x —2r) = sin(x)
-1
Aligemein gilt:
0
sin(x+z-2n) =sinx| fir zeZ
Sinuskurve mit einer Bogenmalfiskala auf der x-Achse:
A
y
2la——————- s >
. % y 1 T o EZap =~ 0 N
\ L L L ]/ \\J Il 5..

—n\\—2m’3 -n/3 /O/ n/3  2n/3 TN\ 4n/3 57/3 s
\H‘ // 1

Tn/3  8n/3 3:rr\\10:rrf3

b
—

—_—

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



47021

Nachhilfestunde 1 — Sinusfunktionen 4

Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind N, (0]0), N, (= |0 ) und dann alle um ganzzahlige

Vielfache von n in x-Richtung verschobene Punkte.

Man kann sie allgemein so aufschreiben: N,(z-n|0)mit zeZ

Die Sinuskurve y = sin(x) hat unendlich viele Hochpunkte, die alle auf der Geraden
y = 1 liegen: H (£711), Hy(3711), Hy(3m[1), usw.
Es reicht hier, den ,innersten“ Hochpunkt zu kennen, also H, (%n | 1).

Weil die Kurve die Periode Ax =2n hat, sind alle Punkte, die aus H; durch Verschiebung um

27 nach links oder rechts entstehen auch Hochpunkte.

Man kann sie so angeben: H,(3n+2z-7|0)mit zeZ

Da Z auch die negativen ganzen Zahlen umfasst, sind auch die Hochpunkte erfasst,

die negative x-Koordinaten haben.

Die Sinuskurve y = sin(x) hat unendlich viele Tiefpunkte, die alle auf der Geraden y = -1 liegen:
T,(3n|-1), T,(4nl-1), Ty(HEn|-1), usw.
Man kann die Tiefpunkte mit dieser Formel angeben: T, (%n+ 2z-7| —1) mit zeZ.

Bleiben noch die Wendepunkte: Sie sind identisch mit den Schnittpunkten mit der x-Achse.

Nach diesen fundamental wichtigen Fakten, die man unbedingt wissen

oder herleiten kdnnen soll, wollen wir diese Sinuskurve verschieben.

Kannst du beschreiben, durch welche Verschiebung die folgenden Kurven aus
unserer Basiskurve y = sin(x) entstanden sind?

(S1): y=sin(x)+1

(S2): y:sin(x+1)

Meine Ldsungen stehen in den Abschnitten

= und
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ﬁ ny N
24 = y =sin(x)+1

—m/3 '_‘0' n/3  2m/3 b1 4n/3 Sn/3 2n  Tn/3 8n/3 37\5'-.\1(111;’3 &
__ _1__ by

k y=sin(x) /

/
<

Die y-Koordinaten werden durch +1 um 1 vergrof3ert:

(S1) entsteht aus y = sin(x) durch eine Verschiebung um 1 in y-Richtung.

Daher kann man beispielsweise die Hochpunkte sofort auf (S1) umrechnen: H, (%n+ 27| 2) .

(82) y=sin(x+1)  bzw. f,(x)=sin(x+1)

Methode: Vergleiche Ki: y=sin(x) mit (S2) y=sin(x+1)

indem du zwei Punkte mit der gleichen y-Koordinate bestimmst:

Ich wahle z. B. |y =sin(0) =0|auf K:

Bei (S2) erreicht man das durch x = -1: sin(+1) =0

Das bedeutet dass K um 1 nach links verschoben wird zu Y = sin(x+ 1).

Also wird P(0|0) verschoben nach P'(-1|0)

Ergebnis: Der Ubergang von K zu (S2) ist eine Verschiebung um 1 nach links.

X

—rr?3 0 n/3  2n/ T 47n/3 /3 JS2n  Tn/3
-1

(S2): y=sin(x+1) Ki y=sin(x)

Man kann sich das Ergebnis so merken:

Weil im Argument der Sinusfunktion +1 steht, bendtigt man fir den
gleichen y-Wert bei (S2) eine um 1 kleinere x-Koordinate.
Der verschobene Kurvenpunkt von (S2) steht also um 1 weiter links.

Wie entsteht wohl die nachste Kurve aus K: y = sin(x)?

(S3): y=sin(x—%n) - 5
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47021 Nachhilfestunde 1 — Sinusfunktionen

. Du hast gesehen und hoffentlich verstanden, dass die Kurve y =sin(x+1) aus y = sin(x)
durch eine Verschiebung um 1 nach links entsteht.

Analog dazu ist dann (S3) y = sin(x —%n) um 1r nach rechts verschoben.

Das kann man so erklaren:

Ich wahle fir K: y =sin(0)=0

Dazu gehortbei (S3): y= sin(—%n) =sin(0)=0
Also wird P(0]0) verschoben nach P'({r|0), also um Iz nach rechts
4 '

2+

Y N
y =sin(x—4n)

(53)

X
; / 2n/3 w Sw/3 3m 10113 \
y=sin(x)
N J

Wenn man das Prinzip verstanden hat, ist diese Geschichte banal:
Noch zwei Beispiele:

y =sin(x+4) entsteht aus y =sin(x) durch Verschiebung um 4 nach links.

(52): y=sin(x+4) Y K: y=sin(x)

1
/\ /\ X
1 1 Y 1 1 " " 3 1 :
-t -2n/3 —-n/3N\0 /3 /3 N\ 4n/3 5n/3 M2n  In/3
-1

y =sin(x —m) entsteht aus y = sin(x)

durch Verschiebung um m nach rechts

K: y=sin(x) (S2): y=sin(x-m)

-n/3 0

n/3  2n/3 s 4rn/3  5m/3 nN. Tn/3  8n/3 T
-1

X

Wie entsteht die nachste Kurve aus K: y = sin(x)?

(S4) y =sin(x+m)-2 — 6]

Friedrich Buckel
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@ Wir verschieben K:

Dann entsteht

y =sin(x) um m nach links.

y =sin(x+m)
Und dann um 2 nach unten:

-

y =sin(x+mn)-2
(S4).
A
=4 y | N
y=s1n(x+m) y=sin(x)
1..
s LY - L , | x
T =2n/3 -n/3 O n/3 2n/3 T\ 4n/3 S5n/3 l2nN\_Ta/3 8n/3
w 1
w i 17T - Ly
s s st ~
4 X g &
P o) P X J
s/ N s i s
% N L7 (s4) N P
~ ~ ~ > Y
C 1 i

Nun spiegeln wir die Sinuskurve an der x-Achse

Das ist nun ,unbeabsichtigt in unserer Grafik in |§| enthalten:

Ich habe oben K: y = sin(x) um mnach links verschoben. So wurde aus der blauen Kurve die rote
y =sin(x+r). Und diese ist aber auch das Spiegelbild von K an der x-Achse.
Dann erhalt sie auch die Gleichung:

y =-sin(x)

Wir merken uns, dass der y-Faktor (-1) vor Sinus eine Spiegelung an der x-Achse bewirkt.

Aufgabe:

Schreibe bitte mindestens zwei Gleichungen fir die Kurve K; auf:

ﬂy
K K
1+ ——
,/’ T~
/7 \ X
A L “ L 1 b
—n})\[} a3 /3 nN\_4n3 su3 s in
N\ 7/
~
-1--

\_”
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9 ¥,
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—4n/3 -m -2n/3 —n?)\o w3 3w NGIEE Sl

P g
-1+ \"‘b_f’

Zunachst einmal habe ich einen groReren Ausschnitt von K, gezeichnet als in |8] .
Auf diese Weise kann man die Gleichung so bilden:

Verschiebung von K: y =sin(x) um £z nach links: y = sin(x +§n) K4

Verschiebung von K: y =sin(x) um 2x nachrechts; y=sin(x-2z) auch Kj!

Und nun etwas ganz Spannendes:
Die Verschiebung von K: y =sin(x) um iz nach links fiihrt zu y = sin(x + £ ).
Dann wird diese Kurve an der x-Achse gespiegelt: y = —sin(x +%n)

Wir erhalten so nochmals K;!

Man erkennt jetzt, dass es unendlich viele Gleichungen fir K, gibt:

Man verschiebt der Ursprung in irgendeine Nullstelle von K. Und dann hat man entweder

y =sin(x+2n) oder y=-sin(x*2r)je nachdem, wie die Kurve verlauft.

Aufgabe: Zeichne bitte mit den in 1 gezeigten Sinuswerten
die Kurve K: y=sin(x) und dann noch die Kurve

Ko: y=2-sin(x)

= [10
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Gesuchtist K,: y=2-sin(x).
Fur K; muss man die y-Koordinaten
verdoppeln. Das ist sehr einfach:

e 1

o
—_—
o=
a
SN—
Il
N
[N

l\)_h
—_
N/ N
a
N—
Il
N
(NN
S
I
S
2
—
N

Diese Werte wiederholen sich dann entlang der x-Achse.

Die Zeichnung enthalt auch noch K-3 y=-3- sin(x)

A\

Nun wollen wir die Sinuskurve in x-Richtung strecken.

Zeichne bitte mit einer Wertetafel die Kurven
H,: y=sin(2xj und Hy:; y:sin(%xJ

= 11
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Zuerst: H,: y:Sin(ij
A
Y
SRR TSRS EE -
7, SR
Ve
/4 X
n  Tn/3

Diese Uberlegung hilft jetzt weiter:

Bekannt ist, dass K: y = sin(x) die Periode Ax = 2n hat. Das bedeutet, dass nach jeweils einer

Strecke der Ladnge Ax =2n in x-Richtung dieselben y-Werte erscheinen.

Man schreibt das so auf: sin(x + 275) =sin(x)

Um die Periodenléange von H, zu entdecken, fragt man einfach:

Wie groR muss Ax sein, damit gilt: sin(2x + AX) = sin(2x)

Die Antwort ist natlrlich AX =27

Dann gilt: sin(2x + 2m) = sin(2x)

Das ist dasselbe wie Sin(2(x + Tt)) = Sin(2x)

Daraus erkennt man, dass die Funktion f(x) =sin(2x) die Periode = hat.

Wertetabelle fur h, (x| :sin(2x) fur die Zeichnung:
h,(0)=0 hy(4m)=sin({n)=1v2~0,71
hy({n)=sin(3n)=3v3~087  h(}n)=sin(n)=0

usw.

Und nun zu y:sinpxj

2
= [12
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Dann Ho: 'y :Sin[%XJ
f 3
y
L e e b L e R >
14 H . s =

N 2\’ % " ..é’.;(

n3 2n/3 mw 4n/3 Sn/3_2m g3 8n/3 3\ 107/3 113 Z4n
~ ~
-..—’, -1+ "'t..____/, -n..._.-',

. Ax=4n >

Man kann der Zeichnung entnehmen, dass H, die Periode Ax = 4n hat.

Diese Uberlegung hilft jetzt weiter:

Bekannt ist, dass K: y = sin(x) die Periode Ax =2r hat. Das bedeutet, dass nach jeweils einer

Strecke der Lange Ax =2r in x-Richtung dieselben y-Werte erscheinen.
Man schreibt das so auf: Sin(x + AX) =sin(x)

also sin(x+2n):sin(x)

Um die Periodenlange von H, zu entdecken, fragt man einfach:

Wie groR muss Ax sein, damit gilt: sin(%x + AX) = Sin(%x)

Die Antwort ist naturlich AX =27
Dann gilt: sin($ x+2m) = sin(£x)
Das ist dasselbe wie sin(; (X + 471)) = sin(%x)

Daraus erkennt man, dass die Funktion f(x)= sin(%x) die Periode 47 hat.

Wir verallgemeinern dies:

= [12]
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Man kann Streckungen in x-Richtungen mit Abbildungsgleichungen
berechnen:

Das Urbild sei der Punkt P(x]y] .
Durch Streckung in x-Richtung entsteht daraus P'(k-x|y)

mit den Abbildungsgleichungen: {; : l;x} (1

Wirwollen K:  y= sin(x) in x-Richtung strecken.
Dazu muss man die Abbildungsgleichungen nach x und y umstellen:

Das kann man in die Kurvengleichung einsetzen:

[Ki y =sin(x) —Ssaig— K y':sin(g-x')]

Auswertung:  Der Streckfaktor ist der Kehrwert des x-Koeffizienten.

Beispiele:

y=sin(3x)  entstehtaus y = sin(x) durch Stauchung mit dem Faktor 1

y= sin(0,75x) entsteht aus y = sin(x) durch Streckung mit dem Faktor k:

1 1
k:—:—
0,75 32

Eine Aufgabe flr dich:

Zeichne mit einer kleinen Wertetafel die Kurve y =sin(nx)+1

= [14]
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Es geht um diese Kurve: y =sin(m-X)+1

1. Schritt: Der Faktor = verkdrzt in x-Richtung mit k = %

K: y=sin(x)

1
0 TEVB TN\ 413 51/3
-1 .
y=sin(mx)
2. Schritt: Verschiebung in y-Richtung um Ay =1

u 0
y=sin(mx)+1

K: y=sin(x)

; X
0 n:% ;&'2’3 Wﬂ 1
= }-’:‘:i-l::(':rx)
Methode: Man geht also in zwei Schritten vor:
1. Schritt: Ermittle den Verlauf von y =sin(z-x)
durch eine Stauchung in x-Richtung
2. Schritt: Verschiebe diese Kurve um 1 in y-Richtung.

Nun wollen wir in x-Richtung und in y-Richtung strecken:

Kannst du die Lage von G: y:4-sin(3x) ermittein?

Also wo ist der Bildpunkt der Nullstelle N(o | o) ?

= [15)
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Man kann vermuten, dass G: Y :4-Sin(3x) aus K: y=sin(x|

so entsteht:

1. Streckung bzw. Stauchung in x-Richtung mit K, :%
2. Streckung bzw. Stauchung in y-Richtung mit k, =4

Dies beweisen wir mit den Abbildungsgleichungen:

=1

Zu (1): Streckung bzw. Stauchung in x-Richtung mit K, :%: o {X' 3X}
y =Yy

Zu (2):  Streckung bzw. Stauchung in x-Richtung mit k, =4: B: {); i Zy}

Zur Abbildung von Kurven muss man die Gleichungen umstellen, man nennt diese
Abbildung dann die Umkehrabbildung:

(1_1: {X=3X} B_1: {X' X}
y=y' y'=1y

Verkettung (Nacheinander Ausfuhrung: ,Bnacha”

P(x|y)L>P(x'|y')L>P(i|y)
y =sin(x)—%-y'= Sin(3x')i>%§ =sin(3x] Und das war zu beweisen.

| —

y:4~sin[3iJ

(TTT HR

Letzte Aufgabe:

Untersuche genauso:

y:2-sin(%x+%n)

X

/3 b4 4n/3  5n/3 4

- )

y=sin(3x) y=sin(x)
_2--
_3.-
..4--

\ y=4-sin(3x) /
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Gesucht ist der Graph von y=2- Sin(%x+%nj

Erinnerst du dich: Zuerst muss man in der Sinus-Klammer den Streckfaktor
ausklammern: y= 2-Sin(%(x+;n))

Jetzt haben wir in x-Richtung eine Verschiebung und eine Streckung.

Merke: Man sollte zuerst die Streckung durchfuhren, dann die
Verschiebung. Das versteht man, wenn man die Kurve y = sin(x)
zweimal nacheinander abbildet. Die andere Reihgenfolge ergibt ein
andere Kurve.

Abbildungsgleichungen:
(1) Streckung mit k =2 (Kehrwert!) in x-Richtung:

. {X'ZZX} L. |x=1x
a: . = o
y'=y y=y’
Bildkurve: K: y=sin(x)—2-K": y':sin(%x')
(2) Verschiebung in die negative x-Richtung um 1x:
B: x"=x'-1n N X'=x"+1n
yll:yl yll:yl
Nachste Bildkurve:
K': y'= sm(1x)—>y _sm(%( +%njjzsin(%x"+%nj

(3) Streckung in y-Richtung mit k = 2

X=x" X"=X
_ j— _
{y=2y"} {y %y}

Gesuchte Kurve:

Ergebnis: K: y= ZSIH(% %)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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16

Ergebnis: K: y:23in(%x+%n)

Die Striche an x und y werden nur zur Umrechnung auf die Bildkurve benétigt.

Nach der letzten Abbildung kann man sie weglassen.

Die Zeichnung zeigt diese Abbildungskette:

Ko K B, K" 1,

[
sin(x) sin(x/2) sin(%(x”-v—%n)) y=2sin(x+Lx)

Ly = = y=sin(x/2)

P P TR N K
w= I S, o I

\ Ko

K: y=sin(x) K"

Damit endet diese Stunde. Hast du dich gut geschlagen?

clao !

/3 8n3 3n  10m/3 Vin3~"4n
,, 7

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



